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Статья посвящена развитию и распространению метода Г.В. Каменко-
ва на существенно нелинейные системы дифференциальных уравне-
ний. Получены новые результаты, имеющие теоретическое и приклад-
ное значение. 
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Авторлардыц бул жумыстары дифференциалдык тецдеулердщ елеул1 сы-
зык,тык емес жуйелерЫе Г.В. Каменковтыц эдюш дамытуга жэне таратуга 
арналган. Теориялык жэне колданбалы мацызы бар жаца нэтижелер алын-
ды. 
Туй1нд1 сездер: аукымды сызыкты емес автономиялык (дербес) жуйе-
лер, амплитуда жэне жшлк, TiK тербелютер, узына бойына тербелютер, 
тербелютердщ шарттары, тербелютердщ орныктылыгы. 

The article is dedicated to the development and dissemination of G.V. Kamenkov 
method to essentially nonlinear system of differential equations. The article 
presents new results that have theoretical and practical importance. 
Key words: nonlinear autonomous systems, amplitude and frequency, vertical 
vibrations, lengthwise vibrations, conditions of vibrations, stability of vibrations. 

Работа посвящена развитию и распространению метода 
Г. В. Каменкова на существенно нелинейные системы диффе-
ренциальных уравнений. Исследовано влияние амплитуды и ча-
стоты вертикальных и продольных колебаний на жесткость не-
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линейных рессор, которые имеют место при движении самоле-
тов, вертолетов и автомобилей по синусоидальному профилю. 

Устанавливаются условия существования колебаний и их 
устойчивость, описываемые автономной существенно нелиней-
ной системой некоторого вида с медленно меняющимися коэф-
фициентами методом Г. В. Каменкова [1]. Рассмотрим авто-
номную систему со многими степенями свободы с медленно 
меняющимися коэффициентами следующего вида: 

U 1 ) V " V. 1 1 ) 
(1) 

где правые части обращаются в нуль при =j>s =0, 

- однородные многочлены, не содержащие линейных 

членов относительно 

Причем = У1А>гл?и ' у ' 
р-0 

j>-0 
где м~ бесконечно малый положительный параметр; 

т = f f - медленное время; 

Л (и и \ 
* , . У з Л .. L0 = 1-2,3,...) - многочлены относитель-

) V I 1 ) \ ) \ 

но , любой конечной степени ч с коэффицентами. 
Причем 

-(»0 
'v 1 1 , 

y ^ i ( W - V Л У2 -/«• 
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iJi = сод1 л л л 

Переходим в системе (1) к новым переменным ра-

венствам = pssm.8},r s = р5ехрФ ; 0 (2) 

где = " J " Д ^ з , F ^ ' 1 > О 

= cosff, sm8. , ̂ ' ( f f , ) = + cosff, 
Систему (1) приведем к виду: 

где 

А ) = J £ T > c o s f l t Н - ^ Г Ь ш ^ У Г ^ » ^ е к р Н „ O c o s d ^ e x p e * +, 

е хР("ф ;о) coeff,, г. ехр(-Ф ;0) sin 8S) sin ]+, 

Yr, езф(-Фло)соз 9.,rsexp(-Фй) sin ff,)cos ̂ J ' V - Z ^ ' sm9, + Y^''cos <9j. 
Я 

Учитывая, что Rl2 есть многочлены относительно h с коэф-

фицентами, являющимися формами от в дальней-

шем для удобства представим их в виде: 

-4"1 г 1 

где s=1,2,...,n, i=1,2,3,..., TV}1' - наивысшие степени 

многочлена; 
п 

F - периодические функции, относительно ^ с общим пе-
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риодом, равным 2 к . Исключая из (3), получим уравнение: 

(4> 
где = 

+...+А-!,'1 -аи0 -1 

при условии, что + + ...> О . 

Рассмотрим новые переменные согласно подстановке 

а К * 
rs - Pl + T y ^ (5) 

где - 8, подлежащие определению, а 

kf >т0-1>0. 

Теперь вспомогательные функции (8.,т) выбираем 

так, чтобы удовлетворялись следущие уравнения: 

<Я I • ( а . , Т ) ([JO frU) (]И«> о » с н о н о 

- £ я д с а д + И г - С!). (6) 
2 - 1 • 

Л'1' 

где gJJ -- " • неизвестные величины, зависящие только от т . 

В силу периодичности функции и^" ' " " * - ' неизвестные /frfO СГО g i j „ определяются 

2 (Г 2(Т /ch) trO 1 f Г / bf>) i-li) it,fO ьГО 
(7) 
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б * 1 о?,, о - 2 Ф я ^ 

Определив таким образом go1"'" систему (9), далее с помо-

щью линейного неособого преобразования 

Л = А + X / А + - + + Л.,-,-1 + ' л ] 
а —1 

можно представить в виде (где сохранено старое обозначение 
переменных) 

и 
А1 = Z / е ^ 4 " ' ( А . 3 + «Г) +.... (8) 

где = 

Если только параметр //удовлетворяет условиям 

а 
i + 2 X 2 > Й Г > о , о ) 

с точностью до членов я -го порядка стационарные решения 
системы (8) определяются системой алгебраических уравнений 
[2,3]: 

а М"' 
/ Z ^ ^ W V ' (10) 

JU1 *}•>+.. -щ-1 

корни которой при фиксированном значении г = г * и з интервала 

[0,оэ] в нашем случае обозначаем, как 

(Pik'Pik.•••Puk'T*')>(.Plk>Pik-••Ал.Оа.'•••SiPa.'P2k-P«k'T*\ (11) 

Теорема 1. Каждому набору п нечетно-кратных веществен-
ных, неотрицательных корней (11) системы (10) а - г о приближе-
ния соответствует стационарное решение системы (1) или (3) 
независимо от членов порядка ( с +1) и выше относительно [2,3]. 
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В самом деле, поскольку в многочленах Q ^ . k ^ > т 0 - 1 > 0 , 

выражения для р ] можно представить в виде: 
а > -

р ] = ( А . о + 2 > V ^ c a , - A - i . А . О А * 1 + 
я-1 (12) 

а т,1-•i(A>-> А - ь А+ь Л . О а ' 1 Ч > А - Ь А + Ь А - О ] 

А1 = T V A*'1 ^ I A - P ^ K P I , - P,-i> А+1 .А>0 ]ЛЛ(А«>0 + г т I.-1 

По теореме неявных функций из (12) можно определить 

Ps = P,(.Pi, Р,-1,Р,+1,РЯУ) в виде к}к различных зависимостей. 
Тогда получим, что 

А 1 = А - p\h)(.pi,-, Р>-1, А+1> Л . 0 1 + - -

где + fcjfc = M[ j )
7s= 1,2, , и;А: =1,2,....а. 

Взяв вещественные неотрицательные корни из набора (11), по-
лучим 

Л 

где многочлены А,к(рК,т*), степень которых равна 

сохраняют знак для всех значений р, >0 . Возьмем из набора 
(11) такую группу корней 

где /W- соответствует только вещественным неотрицатель-

ным корням нечетной кратности. 
Рассмотрим далее для каждой переменной область, образо-
ванную двумя следующими замкнутыми кривыми: 

|>Г«\ 
А = у I 

( i r i ) , ( 1 4 ) 
Pi = Pik 
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где положительное число удовлетворяет условиям 

й1>+1) о;11) ... о;15) (i,fi)-i) ,.,,-> 
*ji<A* " Pd > £л< Pd -Р\к (15) 

Учтем, что при соблюдении условия (9) переменные 

P\ 'Pi ' ' Р«' определяемые системой уравнений (4), являются 

определенно-положительными функциями переменных 

.г*,^. , при всех положительных значениях 

r l rr2,...,rx, всех вещественных О < в} й 2% и для любого фиксиро-

ванного значения т _ г * . Это, в частности, означает, что кривые 

pSX\'h'•• = С. являются замкнутными кривыми. 
По свойству положительно-определенных функций кривая 

А = p S P - ^ 6 У Д е т находиться внутри кривой Р } = 

Учитывая, что (10) есть корень системы (14), представим выра-

жение для р\ в виде: 
а. 

р\ = £ Л а - Р^\РР ft$l-P$l JP'О]*1" + 
h-1 

, (16) 

где м£з ) - нечетные числа, а многочлены ^ с о х р а н я ю т знак в 

указанных пределах (18). 
Для того чтобы узнать, каким образом интегральные кри-

вые будут пересекать кривые (14) с помощью (15) и меняя (если 

будет нужно) 8} на -0}, получим 

а 
А1 = Х м ' - ^ Л ^ А ь С Р Р + (17) 

Я-1 

а. 
р\ = + (18) 

1,-1 
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Знак производных р \ по (17) и (18) при малых значениях м 

определяется членами се-го порядка по м независимо от чле-
нов более высокого порядка, т.е. 

<i) 

jt-i 
(3) 

Л ; > 0 (20) 
fc-i 

Неравенства (19) и (20) показывают, что интегральные кои-•jfi»- -tOj 
вые секут кривые ур^ -f-jffji снаружи внутрь, а кривые 
- изнутри наружу. 

Следовательно, на основании теоремы Бендиксона, мож-
но сказать, что внутри замкнутых областей (14) находится, по 
крайней мере, по одному предельному значению р}, соответ-
ствующему стационарному решению исходной системы. 

Таким образом, нами доказано, что достаточным условием 
существования стационарных решений системы (1) или (3) по 
членам а-го порядка относительно р независимо от старших 
членов, является наличие набора из (11) нечетной кратности. 

Рассмотрев набор корней, которые содержат неотрицатель-
ные вещественные корни из (11) системы (10) четной кратнос-
ти, мы бы убедились, что найденные стационарные решения 
выбором членов, например, при ^Л1"1, можно сохранить или 
уничтожить по желанию. Этим и доказывается необходимость 
условий теоремы. 

В случае а = 1 (первое приближение) уравнения (10), (*),(13) 
упрощаются и принимают вид: 

* З ь / f 1 " ' " , и>) trO \ /[ГО 
- Z = ~ " (*). 

О а 1—1 
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а стационарное решение независимо от членов второго и выше 
порядков по определяется неотрицательными вещественны-
ми корнями нечетной кратности следующей системы алгебраи-
ческих уравнений: 

е й ^ Ы л . - . А ^ - о . ( s = 1 - 2 п> 
Итак, для системы (1) при некоторых ограничениях получе-

ны необходимые и достаточные условия существования реше-
ний и способы их построения. 

Полученные результаты имеют теоретическое и приклад-
ное значение. В частности, сформулированы и доказаны необ-
ходимые и достаточные условия существования решений су-
щественно нелинейных систем методом малого параметра. Раз-
работаны алгоритмы построения решений и условия их устой-
чивости. Данный метод может применяться при исследовании 
многих задач механики и математики. 

С помощью предлагаемого метода определяются траекто-
рии движущегося по синусоидальному профилю дороги транс-
порта, когда жесткость шин на порядок выше жесткости рессор; 
решается устойчивость любого вида колебаний крутильного вала, 
а также колебания летательного аппарата при спуске в атмос-
фере. Обобщается известное уравнение Ван-дер-Поля и т.д. 
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