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ТЕМПЕРАТУРЫ И ГРАНИЦЫ ФАЗОВОГО ПЕРЕХОДА 

В ДВУХСЛОЙНОЙ СРЕДЕ 

С использованием решения начально-краевой задачи сопряжения в 
плоском угле построены зависимость теплового поля и скорость движе-
ния границы фазового перехода теплофизического процесса в двухслой-
ной среде. 
Ключевые слова: теплофизические процессы, тепломассобмен, поверх-
ностная температура, математическое моделирование, задача с подвиж-
ной границей области. 
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Using decision of initial-regional problem in flat interface are 
constructeddependence of thermal field and speed of movement's border 
forthermophysical processin the two-layer environment. 
Key words: thermophysical processes, heat and mass transfer, superficial 
temperature, mathematical modeling, problem with mobile border of area. 

В статье рассматривается построение зависимости тепло-
вого поля и определение скорости движения границы фазового 
перехода теплофизического процесса в двухслойной среде с 
подвижной границей области. Зависимость теплового поля двух-
слойной среды исследована методом функции Грина (на осно-
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ве интегральных преобразований Лапласа, Ханкеля и конечно-
го sin-преобразования Фурье), которые дают возможность по-
лучить явное аналитическое представление решения двухфаз-
ной задачи Стефана. 

Математические модели теплофизических процессов в мно-
гослойных средах являются одним из основных объектов иссле-
дования в теории дифференциальных уравнений с частными 
производными. Задача о фазовом переходе "жидкость - твер-
дое тело" при описании замерзания воды впервые была рас-
смотрена в 1889 г. в работах Д. Стефана. Проблему определе-
ния поля температуры и границы фазового перехода при плав-
лении или кристаллизации в чистом веществе называют зада-
чей Стефана. При теплофизических процессах различные части 
вещества могут находиться в разных агрегатных состояниях (фа-
зах). При этом формы границ раздела фаз со временем меня-
ются. Одним из недостатков такого описания является то об-
стоятельство, что оно не учитывает зависимость температуры 
фазового перехода от растворенных в жидкости примесей. Уве-
личение концентрации примеси понижает температуру фазо-
вого перехода. Впоследствии подход Стефана стал использо-
ваться в металлургии для моделирования процессов кристал-
лизации расплавов. Предположение Стефана о существовании 
четко выраженной границы фазового перехода - фронта крис-
таллизации - выполняется далеко не всегда. Так, накопление 
примесей перед границей "твердая фаза - жидкость", связанное 
с вытеснением растворенных веществ замерзающей фазой в 
жидкую матрицу расплава, приводит к возникновению концент-
рационного переохлаждения. По мере движения границы фазо-
вого перехода в глубь расплава происходит увеличение гради-
ента концентрации примеси перед фронтом, и в некоторый мо-
мент времени фронтальное описание процесса, вообще гово-
ря, будет уже неприменимо. Это вызвано тем обстоятельством, 
что появление переохлажденной области перед плоским фрон-
том затвердевания приводит как к возникновению неустойчиво-
сти последнего и формированию дендритных структур, так и к 
появлению зародышей твердой фазы, претерпевающих рост на 
различных стадиях: нуклеация, коагуляция, укрупнение, обра-
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зование кластерных структур. Если концентрационное переох-
лаждение компенсируется за счет интенсивного выделения скры-
той теплоты кристаллизации растущими элементами твердой 
фазы, то такая область двухфазного состояния вещества - двух-
фазная зона - может рассматриваться без учета механизмов 
нуклеации и роста частиц. При этом спектральные задачи, по-
рождённые задачей Стефана, ранее не изучались. Вообще раз-
личают однофазные и двухфазные, одномерные и многомерные, 
стационарные и квазистационарные, классические и модифи-
цированные задачи Стефана. 

С математическими аспектами по классической задаче Сте-
фана можно познакомиться в работе [1], где доказывается тео-
рема существования классического решения задачи Стефана для 
параболического уравнения на малом промежутке времени. Ре-
шение задачи получается как предел при решении вспомога-
тельных "регуляризованных" задач. Для решения вспомогатель-
ных задач удается установить оценки, позволяющие говорить о 
компактности семейств решений в пространстве С(21). 

В работе [2] построены функции Грина для первой и вто-
рой начально-краевых задач сопряжения в плоском угле с ли-
нией разрыва коэффициента, выходящего на границу области в 
угловую точку. С помощью тождества Грина получены интеграль-
ные представления решений начально-краевых задач сопряже-
ния. Доказаны теоремы существования и единственности в ве-
совых соболевских пространствах. 

Краевые задачи сопряжения уравнения теплопроводности 
с разрывными коэффициентами, когда линия разрыва коэффи-
циента не имеет общих точек с границей области или выходит 
на границу области, исследованы многими авторами. Началь-
но-краевые задачи сопряжения в прямоугольнике, когда линия 
разрыва коэффициента выходит на границу области, изучены 
Е.И. Кимом, Ф.Г. Бирюковой, Р.У. Аргенбаевой. Задачи сопряже-
ния для уравнения теплопроводности с подвижной границей 
области рассмотрены С.Н.Хариным и его учениками. Г.И.Бижа-
новой описываются задачи сопряжения для линейных и квази-
линейных уравнений параболического типа с подвижной грани-
цей области. Доказаны существование и единственность реше-
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ний в малом по времени в весовых гельдеровских пространствах. 
Получены коэрцитивные оценки решений в нормах этих про-
странств. Е.Т.Хайруллин исследовал общие одномерные начапь-
но-краевые задачи сопряжения, когда граничные условия содер-
жат производные высокого порядка. 

Задачи сопряжения для уравнения теплопроводности на 
полуплоскости 

I) /;,];•>() , 0 < Ф < y j k j ? • > ( ) . 

с линией разрыва коэффициента, выходящего на границу обла-
сти, были исследованы Е.И.Кимом и Ш.А.Кулахметовой. 
М.О. Орынбасаровым рассмотрены начально-краевые задачи 
сопряжения для уравнения теплопроводности, полипараболи-
ческого уравнения второго порядка и систем параболических 
уравнений с разрывными коэффициентами идеального и неиде-
ального контакта. 

х я 
Задачи сопряжения при растворе угла <ро * — и <р\-щ* — 

не вкладываются в класс обычных функций и решение этих за-
дач известными методами не сохраняет нужные свойства глад-
кости, в частности, это проявляется в особой точке области г = 0 • 
Исследование задач сопряжения с нерегулярной границей об-
ласти показало, что в рассматриваемой области задачи с нере-
гулярной границей области неразрешимы в функциональном 
пространстве с равномерной метрикой. 

Краевые задачи для уравнения теплопроводности без раз-
рыва коэффициента в плоском угле 

£> = !> ( г>0 , О < р < 0 } , о < 0 < 2 я -

были рассмотрены и исследованы В.А. Солонниковыми, 
Е.В. Фроловой [3], Е В. Радкевичем, В.А. Кондратьевым и 
О.А. Олейниковым. Е.В.Радкевич рассмотрел начально-краевую 
задачу (без разрыва коэффициента) для уравнения теплопро-
водности в двухгранном угле, удовлетворяющих условию: 

О < 1 + Л - и < —1 1 
•v/2 8 



в весовом пространстве tfj^f2*1'((?;') , 

где в - плоский угол раствора. 
В.А. Солонниковым построена функция Грина в двухгран-

ном угле для уравнения теплопроводности без разрыва коэф-
фициента и получены коэрцитивные оценки в гельдеровских 
нормах. В.А. Солонниковым и Е.В. Фроловой с помощью преоб-
разования Меллина построена функция Грина для уравнения 
Лапласа. Затем полученные результаты использованы для до-
казательства разрешимости начально-краевых задач для урав-
нения теплопроводности в плоском угле. Задача для уравнения 
теплопроводности в однослойной среде сведена к разностному 
уравнению на комплексной плоскости. Получены априорные 
оценки решений в весовых пространствах С. Л. Соболева 

при выполнении условий: 

О < l+ f c - ц< — 
8 ' 

где в - плоский угол раствора. 
Кроме того, построена функция Грина для первой и второй 

начально-краевых задач уравнения теплопроводности в плос-
ком угле и получены интегральные представления решений на-
чально-краевых задач сопряжения. При этом показано, что рас-
сматриваемые начально-краевые задачи сопряжения для урав-
нения теплопроводности в плоском угле 

D = > 0 , 0 <<р > 0 , дъ <<р 

корректно разрешимы в функциональном весовом пространстве 
с интегральной метрикой и установленные априорные оценки 
тепловых потенциалов в весовом пространстве С.Л.Соболева 

при выполнении условия: 

1 /2 < 1 +1- fi< Xq, (^o = 10,11 { Л 1 > ^, 0 < щ < р, < 2х 

где показатель степенного веса / /> 0 вещественное число; 

Х1- положительный наименьший корень трансцендентно-
го уравнения: 
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x-jtrfg^,, +K2ctgX(<p1 -ф0) = 0 для первой начально-краевой 
задачи . 

С практической и научной точки зрения построение мате-
матических моделей, способных детально описывать сложные 
условия кристаллизации или плавления, учитывать взаимодей-
ствие конвекции и диффузии в расплаве и связанные с этим ме-
ханизмы тепломассообмена, несомненно, является актуальной 
задачей. Основные трудности создания таких моделей возника-
ют из-за необходимости учета: многослойности конструкций с 
различными теплофизическими свойствами; условий сопряже-
ния и фазовых переходов, которые описываются моделями Сте-
фана. 

Математическая постановка двухфазной задачи Стефана 

Рассмотрим область 
DT = {D1^D2}x(0,T') , где D, = {г > 0, 0 <ф <^(rj) }, 

А = ' ! / • > о, $.rJ)<<P<q\ } 

с границей ЭЦ = и Г , (Юз = Г и у2, где ^ = {?• > 0, <р = 0 }, 

7i = {r>o,f = Pi }, 0 < f ( r , 0 < f l <2я г , r = {r>Q,<p=§(r,t) }, 
где Г - граница раздела двух фаз. 

Тепловое состояние двухслойной среды с учетом теплоты 
фазового перехода описывается уравнением теплопроводнос-
ти. Введем обозначения: 

!><!"> =DmX (О.Т), 7р ] = У т
х ОД], при m = 1,2 

Требуется определить распределение температуры u(r,<p,f) 
(в среде с фазовыми переходами "твердое тело - жидкость"), 
удовлетворяющей уравнению: 
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А 2, 1 Зи 1 
- - а Ш - + - - + ) в о б л а с т и ^ ( 1 ) 

где 

.-, (з? ееуш 0<<p<f(r,i) 
а\ф)={\ 

начальному условию 

Li01(r,{p), если 0 <(р<±(?\t) 
и U 

01' 
w /г. е/ ^ в области D (2) и^уГуфЪест q\ryt) <q><q\ 

граничным условиям на границе области 

Щ | = P\{ryt) , Iin \ = P2(r,t) (3) 

и условиям сопряжения на фронте фазового перехода 

U-и [ <p=%(r,f)-0 P = <f(r,f)+0 (4) 

<?И 1 я - 4
 5 t

 { 1 

З&гЛ) где — — - скорость движения фазового перехода; 

q - скрытая теплота плавления или кристаллизации, отне-

сенная к единице массы твердого тела; 

Здесь - неизвестная граница фазового движения. 

Предположим, что начальная температура удовлетворяет 
условиям: 

ы0О,<р) ^оСмр) = 0(Г-<") и р ы г ^ О 
Эг 

=o(r1~'1) , ^kjV}. = оСг-Р) При г^оо 
дг 
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Построение распределения поля температуры 
и определение границы фазового перехода двухфазной 

задачи Стефана 
Функция Грина для задачи сопряжения для уравнения тепло-
проводности с разрывным коэффициентом 

Q-i-Giir.PSitfKO,"** °<P<<PD, PD<P'<FI 
ОСГ.лч.Г'.О- , , (б) 

Gn (*n(?,V,t\ Fd<P<(^, Рв < р' < Pi 

2 . 2 г "1 I к- « О Я 
4 4/ 

« „ f r . л 1 . ^ . 0 - ^ 

r 2 + r 2 
- — с • s(i>-m -p ) -К "(fj )) 

e 
+ 

4 7ia2
mt 

e a 4» Jmr 

2nt?Zf ^-г» /7 
^ I 

__ 
2*12™ J J 

. J, ^ 
2«c'f D 
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(Р0 , если т = 1 j 0 , если т = 1 
К \Ра ~ <Pi > если т = 2 ' ^ ** | , если ш = 2 ' 

Г [ , „ , ] . = 1 ( 7 ) 

|и>1 -РО'*] > т=2 

д Р, чо 1 

0 0 о 

д г' " ' G*2(r,<p,<pl,t)=a2(--a
2
lA)l r2ttr2jgl(r,f>,r2,B,t-^gjr^,^ 8,t)dr 

0 0 0 

2 [ Plcl , если 0 <q?<<PQ a = -—— b(<p) = (8) 

Распределение температурного поля для задачи Стефана 
(1)-(5) будем искать в виде суммы тепловых потенциалов: 

-Яг.О « 
u,(r,p,t)=j J i ^VXVr .pр ,0<Vp '+ J (л,pЦ(r,(!>,r,,t)dr,dp1 + 

«1.0 

t и f|t-,,r| ( m 
+jdrjdr, j <ol(r„p[f)G„(,r,<p,r„<p,,t)d<p,+ Jdvjdr, J 

О О О й 0 flr.c) 

» го 

О ] [ g u ( r , .'1, f),t) + (r> Vrv f A (9) 
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J Ч К Ч . Л З ^ . J utl(r„pi)<?n(r,p,r„pi,i)clr/tpi> 
0 •?['•..••) 

DO L ^ J«l D D D 

r r 

0 0 0 

( и A 
JaJ"^, J (10) 
a t Яч.г) 

J i r J i e [qirwdMQnir.vr^.f)]^ d^ 
» » 

о о 

- п ^ 
Здесь оператор i , [ = — - — .qCr .O L J дг r dr 

при i = 1,2 - плотности объемных потенциалов; 

г ) - граница движения фаз температурного поля. 

Плотности и граница движения фаз - пока неизвестные фун-
кции. Непосредственно проверяется, что интегральное пред-
ставление решения (9)-(10) задачи (1)-(5) в виде тепловых по-
тенциалов удовлетворяют неоднородным начально-краевым ус-
ловиям (2)-(3) в соответствующих областях и первому условию 
сопряжения. 

Удовлетворяя второму условию сопряжения для опреде-
ления границы раздела фаз, получим уравнение: 

9 g ( r , / ) _ J d ^ ( r j ) | 1 9 g ( r , / ) " 

di дР г дг 
= О , где 

Vjtj/ + JfjiJj 
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Удовлетворяя уравнению теплопроводности (1), получим 
систему интегральных уравнений Вольтерра - Фредгольма вто-
рого рода: 

t « ^Сц 

0 0 0 
t oci Я 

p r j ^ i cbfcyJj^HJfWvJddd = 
0 0 

t к, ЙТИ 

j Щ(rb {г,щгь i?,t)di?+ 
0 0 0 

J 40 П 

0 0 tfv) 

ядра которых имеют оценку: 

- У ' - / 1 » 

где М^ - положительные константы в соответствующих облас-

тях. 
Полученная система интегральных уравнений Вольтерра -

Фредгольма второго рода решается методом последователь-
ных приближен 

ий. Обозначим через А̂  положительный наи-

меньший корень трансцендентного уравнения 

K]tgl <pb+K2tgZ (ф1-фо) = 0 . Основным результатом исследования 
является доказательство существования и единственности за-
дачи (1)-(5). 28 



Теорема 1. Пусть целое число 1>0, вещественные числа 

jj> 0 и l 0 = nun{l,21} удовлетворяют неравенству 

1 !2< 1+ J- р. < Л,, при — , в любых функциях (V,$>) е 

, P ^ O ^ H ^ ^ ^ i S f ) (i=1,2), удовлетворяющих ус-

ловиям согласования начальных и граничных условий порядка 

/ при f = o и /-=0. двухфазная задача Стефана (1)-(5) имеет един-

ственное решение ^ . ( г д ^ Е ! г ) . для которого при 

i=1,2 справедлива оценка нормы 

_ м д2 1 9 
Здесь оператор L „ I • I = — — + — — , граница фазового движе-

* or г or 

ния £ ( r , t ) определяется по формуле: 

г1** 

о Р 4 Ь р i 

Л.. ^ _ К1Д1 + к г а г где 5 ( г ) = г я п д , 0<( j j <я, Р -

Таким образом, ускоренное развитие отечественной фун-
даментальной науки в контексте мировых тенденций; развитие 
комплекса исследований поведения поверхностной температу-
ры и фронта затвердевания (нагрева), которое имеет первосте-
пенное значение для процесса распространения тепла в мно-
гослойных средах с изменяющимся фазовым состоянием, мо-
гут быть использованы в различных задачах теплофизики на 
уровне мировых достижений по ряду основных фундаменталь-
ных и прикладных наук и технологий. 
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